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e Tema 6. Sistemas de ecuaciones lineales y matrices.

@ Tema 7. Valores y vectores propios.

o | Tema 8. Aplicaciones.

o Aplicaciones del célculo de los valores y vectores propios:
Ecuaciones en diferencias.
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Introduccidn. Ecuaciones en diferencias.
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e @ Las ecuaciones en diferencias no son tan conocidas
como las ecuaciones diferenciales.

@ Las ecuaciones en diferencias evolucionan en un ndmero
finito de pasos finitos, mientras que una ecuacién
diferencial da un nimero infinito de pasos infinitesimales.

@ Las teorias son bastante paralelas, es la analogia entre lo
discreto y lo continuo que aparece una y otra vez en
matematicas.




Ejemplo. Colonia de bacterias.
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tiempo

disereto Se tiene una colonia de bacterias en la que cada bacteria se
reproduce asexualmente, dividiéndose en dos bacterias tras la
1 Modelo de . 8 . n o o0 oz
crecimiento duplicacién de su material genético. Esta divisién se produce
exponencial
cada hora.

Si la poblacién inicial es de 100 bacterias,

@ jcudl serd el niimero de bacterias que tendra la colonia
cuando hayan pasado 3h.?

@ ;Y cuando hayan pasado n?




Modelo de crecimiento exponencial
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Ecuaciones en

diferencias: describe el modelo de crecimiento exponencial es:
tiempo
discreto
Pny1 = KPp,
1 Modelo d . s e s . -
crecimiento. donde Py es la poblacién inicial y K una constante positiva

exponencial

denominada constante de crecimiento.
Su solucién es P, = K"Py, n=20,1,2,...

OBS: Si K > 1, el tamafio de la poblacién siempre es
creciente. Esta situacidén no es realista en términos biolégicos
(limitaciones de alimento o de habitat).

Modelos que incluyen estas limitaciones son: el modelo logistico
o la curva de reclutamiento de Beverton-Holt.




Sucesion de Fibonacci
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modelos en El siguiente ejemplo de ecuaciones en diferencias proviene de la
iempo

discreto sucesion de Fibonacci:

0,1,1,2,3,5,8,13,21, ...

2 Sucesién de
Fibonacci

Definicion

| A\

Una sucesion es un funcién cuyo dominio es N y cuya imagen
es un subconjunto de R.

Los valores a1, ap, ... de la sucesién se denominan términos de
la sucesién.

a, es el término n-ésimo o término general de la sucesion.




Problema. Una poblacién de conejos
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Una pareja de conejos comienza a procrear a la edad de un mes
y a partir de ese momento tienen como descendencia una
nueva pareja de conejos cada mes.

sl Si comenzamos con una pareja de conejos y ninguno de los
conejos nacidos a partir de esa pareja muere, jcudntas parejas
de conejos habrd al principio de cada mes?

(Fibonacci, 1202)




Ecuacién en diferencias
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tiempo La ecuacidn en diferencias correspondiente a la sucesién de
discreto o c
Fibonacci es:

Fn+2:Fn+1‘|‘Fn-

2 Sucesién de . g 5 o o 0z

Fibonacci Aparece en gran variedad de aplicaciones: la distribucién de las
hojas de ciertos arboles, el orden de las semillas de los
girasoles, etc.

iComo calcular Figgg sin hallar todos los términos
anteriores?




Resolucion de la ecuacion en diferencias
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Fn+2:Fn+1+Fn-

2 S Paso 1: Reducir la ecuacién a una ecuacién de un paso
Ibonacci

Up+1 = Au,,.
La situacién es ahora andloga a los ejemplos anteriores, pero
ahora A€ My y upy1 y u, vectores de dos componentes.




Resolucion de la ecuacion en diferencias
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Ecgaciongs en F 1
diferencias: S| Up = ( n+ ) , entonces

Fn+2:Fn+1+Fn

modelos en
Fn Fn+1 = Fn+1

tiempo
discreto

puede escribirse como

11
2 Sucesién de Upy1 = 1 O up.

Fibonacci

Observacidn

Este es un truco habitual para una ecuacion en diferencias
lineal de orden s. s — 1 ecuaciones de la forma F,11 = Fht1
se combinan con la ecuacién dada en un sistema de un paso.
Para Fibonacci s = 2.




Resolucion de la ecuacion en diferencias
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Paso 2: Resolver la ecuacién up11 = Au,.

o,
= Aan

up = Aup = A2u0,

2 Sucesién de
Fibonacci

u, = A"ug
El problema ahora es hallar un modo rapido de calcular A”.

LA CLAVE: los valores y vectores propios.
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Resolucion de la ecuacion en diferencias

A € M, diagonalizable = A= PDP~! = A" = PD"P~1 =
up = A"uy = PD”P_luo.

Como las columnas de P son los vectores propios de A, si
C = P~ Lup, entonces la solucién

u, = PD"C =
a
A o
= (xilxe| -+ [xx)

= cl)\fxl =4k CQ)\5X2 qF oo o Ck)\ZXk.




Resolucion de la ecuacion en diferencias
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10
Los valores propios son: \; = HT\@ yA =106

2
Cesill | 05 subespacios propios son: V; = (vi) y Vo = (wp), donde
14+ +v5)/2 1—-+/5)/2
-y v5) ) v oan( v5) )

_( @+VB)/2 (1-5)/2
ooy oyn)




Tema 8:
Aplicaciones.
Ecuaciones en

diferencias:

modelos en
tiempo
discreto

2 Sucesién de
Fibonacci

Resolucion de la ecuacion en diferencias

—1/(M—=X2)  A/(A1—A2)

e=rtm=r (o) = (%

p-1_ < /(A1 =X2)  —A/(A1 = A2) )

)

F nf A A
Un:< ,'1_:1>:c1)\1< 11>+C2)\2( 12)

1 1
Fn: 7 n: n_
Cl/\l +C2/\2 )\1 _)\2/\1 )\1 _)\2
L Loy
NANE NANE

A2




Resolucion de la ecuacion en diferencias
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OBS 1: F, es un entero positivo.

1-v5 1-5
VBl 1 im ( 2¢_

2 n—oo

OBsz:‘

2 Sucesién de
Fibonacci

f Fn-i-l_)\'lH_l_ ]-'i‘\/5

~ T m 2
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Resolucion de la ecuacion en diferencias

EN GENERAL:

@ Si up es un vector propio de la matriz A asociado al
valor propio A, entonces u, = \"ug es solucién de la
ecuacién en diferencias u,+1 = Aup.

@ En general ug no es vector propio, pero si es combinacién
lineal de vectores propios, en este caso:

Si ug = c1x1 + cxo + - -+ + ckxi siendo x1, Xo, ..., Xk
vectores propios de A asociados respectivamente a los
valores propios A1, Ap, ..., Ak, entonces

Uunp = Cl)\;,[,xl + C2)\5X2 —+ -+ Ck)\ZXk.

OBS: Asi sucede en el ejemplo de Fibonacci.




Ejemplo. Flujo migratorio de una poblacién de
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e Un territorio estd dividido en tres zonas Z;, Z» y Z3 entre las
discreto que habita una poblacién de aves. Cada afio y debido a
diversas razones (disponibilidad de alimentos, peleas por el
territorio, etc.) se producen los siguientes flujos migratorios
entre las distintas zonas:

Ejemplo

_ @ En Z;: un 60 % permanece en Z;, un 10% emigra a 2o y

3 Flujo o

mitgetiris un 30 % emigra a Z3.

@ En Z: un 10% emigra a Z1, un 80 % ‘permanece en 2, y
un 10 % emigra a Z3.

@ En Z3: un 10% emigra a Z1, un 20 % emigra a Z> y un
70 % permanece en Z.




Ejemplo. Flujo migratorio de una poblacién de
aves.
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Supongamos que tenemos una situacién inicial en la que de la
poblacién total de aves un 30 % viven en Z;, un 20 % viven en
Z> y un 50 % viven en Z3.

s i Cudl sera la distribucién de la poblacién de aves a los 2 anos?
ujo

migratorio

iY alos n afios?




Ejemplo. Flujo migratorio de una poblacién de

aVves.
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discreto
06 01 0,1
A=1| 01 08 02
03 01 07

o El vector que describe la situacion inicial es:

migratorio
0,3

up = 0,2
0,5




Ejemplo. Flujo migratorio de una poblacién de
aves.
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modelos en

] 0,25
up = AUO = 0,29
0,46
Pasados dos atios:
3_Flujo : 0’225
migratorio up = AUl =] A2 up = 07349
0,426

Pasados n anos:
Up = AnUO.




Ejemplo. Flujo migratorio de una poblacién de
aves.
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rm— Para calcular u, utilizaremos que A= PDP~! y por tanto
disereto A" = PD"P~1 D matriz diagonal.

Los valores propios de A son: A\; =1, \» = 0,6, A3 = 0,5.

Los subespacios propios asociados son: Vi = (v1), Vo = (v2),
V3 = (v3), donde

3 Flujo
migratorio

1 0 1
vi=| 2251, wn=| -1 =
1,75 1 =2




Ejemplo. Flujo migratorio de una poblacién de
aves.
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moldelos en 072 072 0,2
discreto P=|225 -1 1 |, Pt=[ 125 —075 0,25
1,7 1 =2 0,8 —-02 -0,2
Xn X0
. Siup=1| vn yu=| yo entonces
migr;torio Zn 20
Xn 1 0 0 0,3
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. Flujo migratorio de una poblacién de

X0 1
uw=1| v | =02 225 | +06"035[ -1 |+
20 1,75 1
1
+05"0,1| 1
2

Como lim,_5,0,6" =0y lim,_-,0,5" = 0, entonces

1 0,2
limp—ooun =02 | 2,25 0,4
1,75 0,35




Ejemplo. Flujo migratorio de una poblacién de
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El vector al que converge up, es un vector propio
correspondiente al valor propio 1 de la matriz A.

Esto es cierto independientemente de cual sea el vector inicial
fnrglfiforio Ug porque siempre xg + yo + zg = 1 ya que la suma de los

porcentajes de aves en las zonas Z;, Z> y Z3 es siempre el
100 %.




Modelo de Leslie
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e En muchas especies la reproduccién es altamente dependiente
discreto de la edad. Ahora estudiaremos un modelo de poblacién en
tiempo discreto estructurado por edades: el modelo de Leslie

(Patrick Holt Leslie (1900-1974)).

El modelo de Leslie estudia una poblacién en la que:

@ Los animales pueden vivir hasta una edad maxima de k
afios (u otra unidad de tiempo).

4 Modelo de
Lesiic o La cantidad de machos en la poblacién es siempre un

porcentaje fijo de la poblacién de hembras. Sélo se
estudian las hembras.
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Modelo de Leslie

Se divide la poblacién de hembras en k + 1 grupos de edad:

° xi("): hembras de edad / vivas en el instante n, 0 < < k.

@ P;: fraccién de hembras de edad /i que seguiran vivas un
ano después.

@ F;: nimero medio de crias hembras nacidas de una hembra
de edad /.

Sea

el vector de distribucion de edades en el instante n.




Modelo de Leslie
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@ Ndmero de hembras de edad 0 en el instante n + 1:
(n+1) = F X(gn) + F1X1 ) RS Fkxlgn).
@ Niumero de hembras de edad 1 en el instante n + 1:

XM — Py,

£ Mo e @ Numero de hembras de edad j en el instante n + 1:

Leslie

) = pod™ =1,k
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Modelo de Leslie

En notacion matricial:

x(m1) = Ax("  n > 1, donde

Fo Fv Fo -+ Fiex Fi
Ph 0 O --- 0 0
Al 0 P O - 0 0
0 0 0 -+ Py O

A se denomina matriz de Leslie.

Su solucién es: x(M = Anx(0),

Para calcularla utilizaremos que A = PDP~! (si A es
diagonalizable).




Tema 8:
Aplicaciones.
Ecuaciones en

diferencias:

modelos en
tiempo
discreto

4 Modelo de
Leslie

Comportamiento a largo plazo

Teorema

Sea A matriz de Leslie. A tiene un valor propio A1 > 0
dominante siempre que existan dos grupos de edades fértiles
consecutivos, i.e., cuando F;Fji1 > 0 para algtin
ie{l,....,k—1}

Observacion

Si se toman los intervalos de tiempo suficientemente pequerios,
esta condicién se tendrad siempre.

Definicidon

Sea A€ M. Si |[A1] > |A2| > -+ > | Ay, entonces decimos
que A1 es un valor propio dominante de A.




Comportamiento a largo plazo
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diferencias: Sea v; un vector propio asociado al valor propio dominante Aj.

modelos en

tiempo Entonces

discreto

. n) __ n
Jin K = ¥,

donde ¢ es una constante que depende de las cantidades
iniciales x(9).

A )1 se le denomina parametro de crecimiento de la
poblacién. La poblacién finalmente:

4 Modelo de
Leslie

o Crecesi \; > 1.
@ Decrecesi 0 < A\ < 1.

@ Se estabiliza si A\; = 1.




Comportamiento a largo plazo
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n—oo
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x(M ~ \;x("=1) para valores grandes de n

4

La proporcién de hembras en cada uno de los grupos de edad
se mantiene constante para valores grandes de n, i.e.,

X"

4 Modelo de
Leslie

=1,...,k,

n n n’J
NOIN OIS

tiende a estabilizarse a largo plazo.

Los valores a los que tienden dichas proporciones se denominan
distribuciéon de edades estable.




Comportamiento a largo plazo
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Observacidn

Un vector propio correspondiente al valor propio dominante \;
nos proporciona una distribucién de edades estable.

4 Modelo de
Leslie



Ejemplo. Modelo de Leslie

Tema 8:
Aplicaciones.
Ecuaciones en
diferencias: .
modelos en Ejemplo
tiempo
discreto

Supongamos que una poblacién de animales hembras

estd dividida en dos clases de edad. En cada periodo el 8% de
la primera pasa a la segunda. El nimero medio de crias
hembras de las hembras de la primera clase es de 1,5 y el de la
segunda es de 2.

Si inicialmente hay 100 hembras de cada clase de edad:

4 Modelo de
Leslie @ Determinese la distribucién de hembras en el instante 2.

@ Estidiese el comportamiento de la poblacién a largo plazo.

v




Tema 8:
Aplicaciones.
Ecuaciones en

diferencias:

modelos en
tiempo
discreto

4 Modelo de
Leslie

Ejemplo. Modelo de Leslie

La expresiéon matricial es:

XM\ 15 2
X ] =\ 0,08 0

©) _ 100
x ( 100 )
En el instante 1:

@ _ a0 _ ( 15 2 ( 100
X = A (0,08 0 )\ 100

)

oo
RO

(

)

350
8

).
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Ejemplo. Modelo de Leslie

En el instante 2:
@) 15 2 350 541

X\ = = .
0,08 0 8 28

Comportamiento a largo plazo:

@ Valores propios de A: A\; = 1,6, A\, = —0,1.
o Parametro de crecimiento: \; = 1,6, la poblacién crece.

@ Un vector propio asociado a A\; = 1,6:

(%)




Ejemplo. Modelo de Leslie
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discreto

o Las hembras de edad 0 tienden a ser el 95% de la
poblacién pues

20

_ = _0,052381.
201 = 0:95238

o Las hembras de edad 1 tienden a ser el 5% de la
poblacién pues

4 Modelo de
Leslie

1
5o 7 = 0.047610.
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